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1
. Statement of the homotopy excision theorem

Def. l H ≥ 1 C と 交わらない Aの PronM全 は
空( 間対の ) B を 交わらないX のp -on成分に 行く、

f : (A, C) → (X, B) が n - equivalence
π(A) π。(X ) 思

1

1
0 Ian ( ↑ ' = f* Im1 P 1 0 ‰

π。(c] π。(B )
⇒
def

C と 交わる Aの P-con分 B と 交わる Xの Bicon 成分

0 基点を ( 《に ) なう 取 っても 、
?

f* : πq
( A, . C ) → πε ( X , B ) は

(円 ε く n でか」 。

q = n で surg .

Rank
.

… →πu(A , C( * ) → …→πq (A,C , * ) → … →πo (c)→π。(A ) iex.

a ↓
… →π n( X

,
θ ) → … → Ka(X, B , 8 ) → … →πo(B) →π0(x) ; ex

.

1 → Im(πolo
(A)

→π 。( A)iex.
pb. df*

1 → Im ()→π 0( x): ex.

～ P 69 nnequioとの互換性 ～ (A -→xがGxeA,qu'v πa(A)-*alx )は総 )

D A * X が n- equiv .⇒
E
* eX , (A ,{*3)→ (* {f(*>}) が n - equiv .

かつ π0 (A)→π。 (X が 全射

∵ ⇒ : Im(πo(*
πo(A ) ={( *ε む A のpon分 ) } ☆ 仮定より t πω(A)→π。( x ) ;か j

Im (⑲= { ( f(*)を 含むX のP -on{ ) } なので OK

E : π0 (A)→π0(x) の 単射 のみ 示せばよいが、

もし
A 操きに× なら xGAIを基点にしたとき(
f* f× Im (πo[f(π

o(*)
) は 2 点 からなりもよm (Ho(*)

πoA( ))



Def. 2 n 20

(A , C) が n - connected

<⇒
def

-

。 π。 (c)→ π。 (A) が surj1 1 。 基点 を ( Cに)どう 取 っても 、

πq (A ,
C) = 0 for 1 ≤ qEn

G CG A が n - equivalence
⇒ E

*EC
,
( C, * ){ } → ( A , {*}) が n -equirかっπ 。(c )→ っ。(A

)

⇒ U
*EC ,

→π u( c)→>T πu (A) → tu (A . C) = 0
→ πu- (c) = πu- 、(A ) →πu- ( (A ,

c) = 0
: : ;

→ π、 (C) = π、 (A) → π、 (A , c ) = 0
→ π。(c) tπo(A)



0 (A , c )→ (X, B ) が n -equir

<⇒ も甚点
、 πµ (A , C)→π u (X, B)

π

c (A . C ) 二 π: (X , B) ( i ≤ ian)

π。 (A . C) → πO (X, B)

e A → X が n - equir . ‰
く⇒ も基点

、 πu (A , *→ πu ( x,)*

π: (A , * ) 二π : (x .* ( i ≤ icu)

π。 (A . )* = πo (X,*

の (X , A) が n-con
.
⇒ AG X が n - equiv .

o X が n-conn. ⇒も期点 Tπ c ( × ) = 0(o ≤i≤ n

⇒ V基点
、 (X ,* ) が U - conn .



Thm .

3 (Homotopy excision )

。 (X ; A , B ) : 切除対 で C ≡ AnB ≠ 機 X = A0 Bo

/ec.
。 (A . C) : Cm - 1 ) - conn . (m z ュ) A +い

B

。 ( B , c) : (n - i) - coun . (na 1 ) ～ / n
C = An B

⇒ (A , C) <→ (X, B) は (Mtn-2) - equiv

証明 はあとまわしにして
。
これを 使ってわかることを述 べる

。

Thma4 n 22
. 基点との組として

ー

0 f : X → Y : 1- 2)conn . の 間 の (n - 1 )- equiv 他 £
'1 ⇒ [ π : ( Mf,x ) → ( Cf, * ) は ( 2n-z)eqnin , *

匹
□MfCfは ( n- 、 ) - conn .

0 f : X → Y : - 1 )conm .の 間 の (u - 1 )- equiv) ーチ
⇒ [ - π : (Mf, × ) → (Cf , * ) は (2n - 1 )equirr

注意 : X
,
( : (n- z) - coun. なら 自動的にチ : x→Y は a- z) - equiv



。

込

prf.

回 斷 @

/
ぐ

{* }
λ

マ

' 心
B 幽
≈ ^/ 、 λ . ^ ノ

CX “ C λ Mf A “ 遅 て Δ
nyo λ \

‰ ==×'”ど円
②
ー②

π H -
い

零
Tπn- 、 (Mf , X ) inj . ③

①感脉 :

よって = 0

たnーュ πarz (1Mf , )入
= 0

= 0

∵ X : (u - 2)- conn .

" f: (u-) - equiu .

I tπ o(x
:

ol 1 ÷ 1π
"

luf)?
(n^)-

"
。

i
.
e . (Mf, x ) : (n - ) - conn

.

冃 π n (CX, X)
=0 ③

0
℃
π

w

.(× ) 同苫πuw
-、 (c*)

。

→ π u - 、 (cx , X )
ー

¤ 1 TEu-z (X) 1
1 πしき。 1 → Tπn-2 (CX, X )

よって = 0

= 0 = 0

… →っ
.

:

ェ f
"

πuttln
-

'xjonn
"

I "

π.

*(cx
*

: 01
0

i . e
. (<X, x) : (n - ' )-conn .

n ロ



Cor .5 n 22

fixsY : well - pointed な (n - ) - conn の 間 の based
map

浜線災.
x

)はいう …
。 } : ff → RCf によ る

πn- 」 (Ff)→ π
n (cf ) は iso

. (Cf ,Mfは reduced の 方 )

Rine.

w
! ‰

θ 品
」

。
π
、《
f)π 、(Ff) の

I
過 "

Prf .

owell-pointedなので器苦能筋 は htpy-equir

X

一

つや仮 (
'

6.4のThm 凸X× エ
(ル)⇒ (i ;)

(
女

cofis .
i " . Mfred . MfunyI'

㉗
H ～

I 1 → 廿]po. s 丗
7

√刃傘 ! ?ofit . 2 : hHpyeq. . :Lemma.

. a nessen)o ー YUI へ

受 ー
fis. 1 ' い点丘辵 ー Y 本質的には 、 :π縮より

ー
止
i
宀

cofif . Cfも 同様、



。
前

Thm. よりCfunu
:

( n- e ) -coun . なのでCfred: ( n- り- coun 、

π : C2n- - equiveなのでい 22より π u (Mf.X) す πu (Cfi*)

0

πu (Mf,x)
い

TLu- .P(Mf ( ;*, x)
)
」 こは?

ーv: ( F;)hure (Ff)
a faa

= e

πu- y(2Cf
知りたい

"

π
n (cf )

Ff× 5 Y

11

X ∞
ft. " Uf

→ πu (Ff) →π u (x)→πu )→ πu -.( Ff) → π u-( (x) →

… " "

→ πa (X) →πu(Mf)→ πµ(Mf,x ) →

πu- 、 (x) →

.



Thmi 6

i ;

t
節X

. :cofitration.
⇒ (X .

A) → (X/A , * ) は (2n -2 ) -equi

i : uunt, 哀 *、
: cofibration

.

⇒ (X ,
A) → (X/A , * ) は (2u- 1)-equi

prf .

*

退公
ふ 儿 21 : cofis .
A

血メ → OX
/A *

"

節 e9

ロ
←



2
.

The Freudenthal suspension theorem

Thm .
7 (Freudenthalsuspension )

nal

X : well pointed , (u - y -coun .

qc 2n- 1 で bij .
⇒ Ʃ : πq (× ) → πq+µ (ƩX ) は

q = 2m - 1 でsurj

儿 Ψ

sq sat ' = sars
'

Ʃ

f ↓ ← fl ! di

X Xis
'
= ƩX

Pof .平歌 した雄 じメに 采
πε(《
'x) = 1

q=2

ん
X

* Tπq (X)
Bex .

I joft. .
にπ(¿x )

*
πq+ s (CX ,X,*)

:屈ー X *I cX
。

”

る面点Sqti

X

→>

*

X ¢

に 1

べ ↓ ピ
Ʃ I *

バ*

← πa+ 1 (ƩX)
X=メ

X : (u- ) -conn . より: □
常

: ofibrotion から P : 2n - eq .

CX : 9縮

口



Thon . f

。 πn (s^ ) = 女 (nai )
。 Ʃ : πn( s^) → t πut 、 (sut " ) は「 so

Prf πc (s2) = みだった 。: L - conn で 2 c 2x 2 - 1 よりい 22 での 主張は OK
、

na 」 は Hopfbundle の 連結的射 を 追 うと 分 かるらしい 感



3
. Proof of the homotopy excision theorem

Thm .

3 (Homotopy excision )

。 (X ; A , B ) : 切除対 で C ≡ A つ B ≠ 機 X

人/e
= A

℃

Bo

。 (A , C) : (m - 1 ) - conn . (M = 2 ) A +い
B

。 ( B . c) : Cu - i ) -coun .( na 1 W へ /n
C = AnB

⇒ (A , c) → (X ,B ) は(men-2 ) -equi

Prop . 9 . X 2 AZB

@感ささ)さ与:慈思照 :“ Δ ↓“l 1 い ↓
πq (A)→ πq(x) → πε (X,A) → πE- ( (A)→ πa- 、(× ) →πq- u(4 ,A →

: ex
.

Def. lo

πq(X; A , B): = π a-y (P(x;* , B),
P (A; x , ))

[= (Ia; I%~× [ 1} × I , IG
'

4 { 1} , J9
-2
× IUI

-'
× [r } ) , (x'A , B, * )]

郡 l

" P(Xi * , B) 2 P (Ai * , c ) 29*} により Thon . 3
'

…↴ ZEQEmtn ー2 で

πq+1 ( A . c) π
q ( A ,C ) πq(X ; A . B) = 0

d
πqt 1 ( X .

B) πc 」殲品
πq (X ; A, B)
.… ; ex .



outline (Ma )y
A B

① tCa approximationt
dimrel - cell \/ dimrel-cell e し rよ uい

Im
C zn

② A
\
- elatie CWEcrn cell がひとつの 場合 に帰着

C 非自明 パート : five lemma

③ B

/ ～ relativecWとしてのcellが Uとつの場合に帰着
C

④ πq (X; A , B )
Ψ

,* f Λ (脈) )θ
2 E 9Entm

ー2 で

こういう fがmull- homotopic であることを示す 、

σ 「 0
X

r .

"
f . 「 . )T A - nx B

引 1

「 ⑨ r . 0
X- Y ∞ X

「 同 . 回 「 一 β . 0
A X-oxury A X - 3c

0 0 π
q ( A ; A , A -x ) πq ( x ; A , B ) : 知りたい 。

u "

πq (X-Y ; A . X- x- y) → πq ( X ; A ,
X - x ) isuj ならよしい



outline (Hatcher ) CW複体に 限ている。

の A B

m -cell nみλ
c

/- n - cell uen の 場合

c 回品
“ ↳ 「 .

A C X B

21 21

「 ② r 0. 山

X- Q X-Q - P X X - P

πqa (A , c) →
知りたい

πq (X,B ) {臨咭別?
11 11

πq(X- Q, X- Q- P)
調べる

Tπq (X, x- p )ー

{ Key Construction ) 非 自明 ( パーt : Piecewise linear 近似

② B

人 (2 n) -cell の場合
C

③
(2 m) -cell

^

入
c

lie
.一般 ) の場合

非自明 パート : five lesma



TPiecewise Linear approximation

つまり 、

感 ⑧@ が与えられたとき 。

Z

£- "[ω )を保つ山 対のホモト世があって

f.t (o) 細分すれば

「
←同一⑩路 、“(感合成は linear



prf .
A B

① m -cell ntλ /- n - cell ne . の場合
{ean } C en

冂 機感 と θ * を 取る。 像は印tなので
I
q ∂Ia

X B {eam}
,
em のうち 有限個としか 交わらない

。

π (Xq B)

f に + PL近似+を 有限回使 い、

におきかえてよい、D A感 母 さらに 心たちについて
D 全射になるようにしてよい



Claim
. qamtn- 2 なら

. P = { 02 }, q ε
凸 とφ : I% -'

→
[ o.1) があり

(a) f
^

(θ はのグラフの 下
n

9 ← 合 回(か)α 5( JPa はのグラフの 上 I

(c) ∂ Iq” 上 で φ≡ 0 .

I=II内 Iq- (
⑧

これができれば 、 GEm+n - 2 で

Ka (A , c) > πq (X,B )

11 11

πq(X- Q. X- Q- P) > πq (X, X- P )

Ψ Ψ

世A 風同
⑧

Iq α IG Ia aIG

丱 = I 5k E ↓ E 丱

‰ 回 * 周σ 回周回周回 *

X- Q X- Q- P X Xー P

が構成できるので 、π q(AD →πq(X、 B ) : 全射 、



Claim . のprf .EMtn- z

^

射影 Iπ Iによる f
“

(Pa) たちの像 と

I

f( q) の 像 が disjointになるよう 取 りたい。
⑧

1
。 T: =π(π(f"(q)))

GE 近 をどう選んでも

f
-

(q) は dim ≤ q - n の convexpolyhedra( ∵f はPiecenise に
R
→ R

"
: linear)

の 有限和
～→ T は dim ≤ q- ntlのササ
～ xf(r )。 σはそれぞ n

( ∵linear で 次元は上がらない)リ

f .(Tf'))
n fが PLな頼域

claion
m 2 q- n+ 1 なので { Pa εα\f(τ ) } が 存在する ? □

acmtn - 2 での 単射性 :

πq(X- Q, X- Q- P'×πq (X, x- P )

④ ⑨ T

⑦ ー@
℃

@ IGYI 上 のprfより
ron

に次元上
@

f. ↳ ! f。 小 F( q ) を全離
F
" ({ x}p ) と

合回 合 ‰
←
φ の下を 潰す ①== まで



② B

人 (inJ - cell の 場合
C

上 の 証明 は (an ) 、cellur つの接着 の 場合 にも回る

Iq の 像は 有限目 としか 交わらないので ① によりひとつずつ 切除する
。

③
(Em) -cell

A

λ
c

lice一般 ) の場合
、

men - 1 以上 は考えなくてよい

( Ak ,
Aee

,
C )

{ AK : = (A のEk) -cellJUc EA . ↓ ↓ d により
XK == AKUB ( Xe

,
Ye-1 , B

πqt 、 (Ak ,Aa -. )→π a(Ae-, C )→π q(Ac. C
)→π a(Ax.Ae-, ) →w、 ( Ak-+ 、

C )

↓ ァ ↓ イ ら 虹 レ才
πq+ ( (Xc. ,Xe -. ) →π a(Xe -

、 B ) →πa(Xc ,B ) →πq(X《,Xo _ +
)

→ (X*-B )

K( = m+ i ) … ② で 示 した
、

(Ksomec ) … qamen- 2 において
eアエはがらいセルひとつの 接着 なので②
0 h , オはやj ∵ 帰細 注 の 仮定

⇒ five lemma .よりウ :tj .

0 q = mtn- 2 において
。 イは surj. : 帰
0 工 は surj . ∵ ②
。 才 はでな ∵ 帰

⇒ five lemma.よりiD - surj .

Homotopy Excision
口


